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1. 二阶行列式 det(A) =
∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣ = ad− bc

2. n 阶行列式 det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
p1p2···pn

(−1)ta1p1
a2p2

· · · anpn
，其中 p1p2 · · · pn 是

自然数 1, 2 · · ·n 的排列，t 是这个排列的逆序数，∑
p1p2···pn

是对所有排列 p1p2 · · · pn 求和.

3. det(A) = ai1Ci1+ai2Ci2...+ainCin选择零最多的
行，按第 i列展开. det(A) = a1jC1j +a2jC2j ...+

anjCnj 选择零最多的列，按第 j 列展开.
4. Cij = (−1)i+jMij 是删除第 i 行第 j 列的矩阵,
选择零元素最多的矩阵以便于计算.

5. det(AT ) = det(A),det(A−1) = 1
det(A)

6. det(AB) = det(A)det(B),det(kA) = kn det(A)
7. A 可逆当且仅当 det(A) ̸= 0.
8. 三角矩阵或对角矩阵的对角线元素的乘积就是其
对角线元素的乘积.

9. 解线性方程组的解:Ax = b(b ̸= 0), x = xh+xp, xh

是齐次方程组 Ax = 0 的通解, xp 是该非齐次方
程组的一个特解.
(i) 若系数行列式 det(A) ̸= 0, 那么它有唯一解,
x = det(Ai)

det(A)
,det(Ai) 是把方程组第 i 行由右边自

由项 b 替代成的到的 n 阶行列式.
(ii) 若 det(A) = 0, 方程组无解或有两个不同的
解, 特殊的 b = 0,det(A) ̸= 0, 其次方程组只有唯
一 0解,反之若齐次线性方程组有非零解,其系数
行列式必等于 0.

行列式计算

1. 矩阵乘法 C
(m×p)

= A
(m×n)

B
(n×p)

, 有 cij =
n∑

k=1

aikbki,[
a b

c d

]
×

[
e f

g h

]
=

[
ae+ bg af + bh

ce+ dg cf + dh

]
2. m×n矩阵和第 i行 j 列元素,记做 Am×n,A,(aij)
或 (aij)m×n.

3. A+B = B +A, (A+B) + C = A+ (B + C),

λ(µA) = (λµ)A, (λ+ µ)A = λA+ µA,

λ(A+B) = λA+λB, (λA)B = A(λB) = λ(AB),

(AB)C = A(BC), A(B + C) = AB +AC,

(A+B)C = AB +AC,AB不一定等于BA.
4. AB = O,A 与 B 可以不都为零矩阵 O.
5. 矩阵的转置满足: (AT )T = A, (kA)T = k(A)T ,

(A + B)T = AT + BT , (AB)T = BTAT , 若方阵
满足 AT = A, 则 A 为对称阵, 即 aij = aji.

6. 矩阵的迹 tr(A) = a11 + a22 + · · ·+ ann, tr(A
T ) =

tr(A), tr(AB) = tr(BA),.
7. 方阵的幂 Ak 和方阵 A 的 m 次多项式 φ(A) =

a0E + a1A + · · · + amAm 满足: AkAl =

Ak+l, (Ak)l = Akl, φ(A)f(A) = f(A)φ(A).
8. 方阵的行列式满足: |AT | = |A|, |λAn| =

λn|An|, |AB| = |A||B|
9. 单位阵 E 主对角线元素均为 1, 其余元素全为 0.

10. 逆矩阵: 方阵 A 和 B 满足 AB = BA = E, 记
B = A−1. 方阵 A 可逆 ⇔ |A| ̸= 0 ⇔ 存在方阵
B, AB = E, 或 BA = E;
若 A 可逆,(A−1)−1 = A;
若 AT 可逆,(AT )−1 = (A−1)T ;
若 k ̸= 0, (kA)−1 = 1

k
A−1;

若 A,B 可逆,(AB)−1 = B−1A−1.

逆矩阵，矩阵乘法运算
1. 方阵 A 的伴随矩阵定义 A∗ = (Cij)

T , Cij =

(−1)i+jMij , 即代数余子式 C 的转置，Mij 是行
列式 |A| 中划去第 i, 第 j 列的余子式.

2. AA∗ = A∗A = |A|E, 若 |A| ̸= 0, 则 A−1 =
1
|A|A

∗, A∗ = |A|A−1. (AT )∗ = (A∗)T . |A∗| =
|A|n−1(n 是方阵的阶数)

3. 克拉姆法则的矩阵语言: 方阵 A 的行列式 |A| ̸=
0, 则方程 Ax = b 有唯一解 x = 1

|A|A
∗b, 即

x = A−1b, 其中 A∗ 是 A 的伴随矩阵.

伴随矩阵，克拉姆法则

1. 初等行变换 (ri ↔ rj , ri × k, ri + krj), 矩阵 A 与
B 行等价, 记 A

r∼B; 初等列变换 (ci ↔ cj , ci ×
k, ci + kcj), 矩阵 A 与矩阵 B 列等价, 记 A

c∼B,
矩阵 A 与 B 等价, 记为 A ∼ B.

2. A
r∼B ⇔ 存在可逆矩阵 P , 使得 PA = B;

A
c∼B ⇔ 存在可逆矩阵 Q, 使得 AQ = B.

3. 初等矩阵 A可逆,A−1 = EkEk−1 . . . E2E1,求矩阵
逆的方法 (A|E) → (E|A−1)

4. 若 (A,E)
r∼(B,P ), 则 P 可逆, 且 PA = B

若 (A,E)
r∼(E,P ), 则 P 可逆, 且 P = A−1

若 (A,B)
r∼(E,X), 则 P 可逆, 且 X = A−1B

5. 矩阵 A 的秩 R(A): 矩阵 A 中最高阶非零子式的
阶数,R(A) = r ⇔ A 的行最简阶梯形含 r 个非零

行 ⇔ A 的标准形 F =

[
Er O

O O

]
.

6. 0 ⩽ R(Am×n) ⩽ min{m,n};R(AT ) = R(A);

A ∼ B ⇒ R(A) = R(B);P,Q可逆⇒ R(PAQ) =

R(A);max{R(A), R(B)} ⩽ R(A,B) ⩽ R(A) +

R(B);R(A+B ⩽ R(A) +R(B));

R(AB) ⩽ min{R(A), R(B)}.

初等矩阵变换，秩
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1. n 元线性方程组 Ax = b 的解:
无解的充要条件是 R(A) < R(A, b);
有唯一解的充要条件是 R(A) = R(A, b) = n;
有无穷多解的充要条件是 R(A) = R(A, b) < n.

2. n 元齐次线性方程 Am×nx = 0 有非零解的充要条
件 R(A) < n.

3. 矩阵方程 AX = B 有解的充要条件是 R(A) =

R(A,B).

4. 非齐次线性方程组:
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
· · ·
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

把增广矩阵化为行最简行矩阵: (A b) =
a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2...

...
...

...
am1 am2 · · · amn bm

∼

1 · · · 0 b11 · · · b1,n−r...

...
...

...
0 · · · 1 br1 · · · br,n−r

0 · · · 0...
...

0 · · · 0


根据最简行矩阵得到同解方程组:
x1 = −b11xr+1 − · · · − b1,n−rxn

· · · · · · · · · · · ·
xr = −br1xr+1 − · · · − br,n−rxn

把 xr+1, · · · , xn 作为自由未知, 依次等于
c1, · · · , cn−r 可得通解:

x1...
xr

xr+1

xr+2...
xn


=c1



−b11...
−br1
1
0...
0


+ c2



−b12...
−br2
0
1...
0


+ · · ·+ cn−r



−b1,n−r...
−br,n−r

0
0...
1


上式可以记做:x = c1ξ1 + c1ξ1 + · · · + cn−rξn−r,
故 R(ξ1, · · · , ξn−r) = n − r, ξ1, · · · , ξn−r 是方程
组的基础解系.

线性方程组解的情况
1. n 阶矩阵 A, 数 λ 和非零列向量 x 满足 Ax = λx,
则 λ为特征值,x为对应的特征向量,|A−λI|为特
征矩阵.

2. |A− λI| = (−1)n|A− λI|
3. 求 n 阶方阵 A 的特征值和特征向量步骤:

(i) 求解特征方程 |A − λI| = 0, 其根就是方阵 A

的特征值.
(ii) 解齐次方程组 (A − λE)x = 0 的全部非零解
对应的特征值 λ 的全部特征向量.

特征值和特征向量

1. 线性无关: 若 k1x1 + k2x2 + · · ·+ knxn = 0 时, 只
有当 k1 = k2 = · · · = kn = 0 时成立, 则向量组
(x1, x2, · · · , xn) 线性无关.

2. 线性相关: 若 k1x1 + k2x2 + · · · + knxn =

0 时, 若 (k1, k2, · · · , kn) 有非零解, 则向量组
(x1, x2, · · · , xn) 线性相关.

3. 向量组 α1, α2, · · · , αn 线性相关, 则由向量组组合
的行列式 |(α1, α2, · · · , αn)| = 0

4. 若向量组 A : a1, a2, · · · , am 线性相关 ⇔ 齐次线
性方程 x1a1 + x2a2 + · · ·+ xmam = 0(即 Ax = 0)
有非零解 ⇔ R(a1, a2, · · · , am) < m

5. 线性表示和线性组合:
(i) 向量 b 能被向量 A : a1, a2, · · · , am 线性表示
⇔ x1a1 + x2a2 + · · ·+ xmam = 0(即 Ax = b) 有解
⇔ R(a1, a2, · · · , am) = R(a1, a2, · · · , am, b)

(ii) 向量组 B : b1, b2, · · · , bl 能由向量组 A : a1, a2,

· · · , am 线性表示
⇔ 矩阵方程 (a1, · · · , am)X = (b1, · · · , bl) 有解
⇔ 存在矩阵 Km×l, 使得 B = AK

⇔ R(A) = R(A,B) ⇔ R(B) ⩽ R(A).

6. 向量组 A 与向量组 B 等价 ⇔ R(A) = R(B) =

R(A,B)

线性相关性

1. 若 P 是可逆矩阵,A,B 是 n 阶方阵, 有 B =

P−1AP , 则称方阵 B 相似于方阵 A,A 相似于 B.

2. 若 n 阶方阵 A ∼ B ⇔ tr(A) = tr(B) ⇔ |A| =
|B| ⇔ R(A) = R(B) ⇔ λA = λB ⇔ R(A− λI) =

R(B − λI)

3. 若 A ∼ B, 则 A−1 ∼ B−1, f(A−1) ∼
f(B−1), A∗ ∼ B∗, AT ∼ BT

4. 方阵 A 相似于对角阵 Λ =

λ1 . . .
λn


则 λ1, λ2, · · · , λn 是 A 的 n 个特征值.

5. 若方阵 A可与对角阵相似,则称方阵 A可对角化.

6. n阶方阵可对角化的充要条件是 A有 n个线性无
关的特征向量

⇔ 如果 n 阶方阵 A 有 n 个互不相同的特征值, 则矩
阵 A 可对角化.

7. 求可逆矩阵 P , 是的方阵 A 对角化, 即 P−1AP =

Λ, 计算步骤:
(i) 求 A 的特征值 λ1, λ2, · · · , λn;
(ii) 求对应特征值的特征向量 ξ1, ξ2, · · · , ξn, 用求特
征值和特征向量的方法;

(iii) 令 P = [ξ1, ξ2, · · · , ξn], 则

P−1AP = Λ =

λ1 . . .
λn


8. 求对角阵 A 的 k 次幂 Ak 及 f(A)

P−1AkP = Λk, Ak = PΛkP−1 = P

λk
1 . . .

λk
n

P−1

P−1f(A)P = f(Λ),

f(A) = Pf(Λ)P−1 = P

f(λ1) . . .
f(λn)

P−1

相似矩阵，矩阵对角化
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