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           第四章  相似矩阵及二次型 

 

1．在向量空间
3

R 中,求向量 ( 1,2, 2) = − − T
与 (2, 1, 2) = − − T

的夹角 . 

解 由夹角公式 
[ , ]

cos
 

 
= ,得 

0
cos 0

3 3
= =


 . 

所以
2

=


 . 

2．设 1 (0, 1,1)T= − , 2 (2,1, 2)T= − , 1 2= +k   ,若  与 2 正交,求k 的值. 

解 由 与 2 正交得 

2 1 2 2 1 2 2 2[ , ] [ , ] [ , ] [ , ] 0        = + = + =k k . 

所以 3 9 0− + =k ,则 3=k . 

3．求下列向量组正交单位化: 

(1) 1 (1,1,1)T= , 2 ( 1,1,1)T= − ; 

(2) 1 (2,1, 1)T= − , 2 (3, 1,1)T= − , 3 ( 1,4,0)T= − . 

解  (1) 正交化 取 1 1=  , 

2 1
2 2 1

1 1

[ , ]

[ , ]
= − =

 
  

  













−

1

1

1

















−

1

1

1

3

1
.

1

1

2

3

2















−

=  

再单位化: 取 1 1

1

1
1 1

= 1
3

1

 
 

=  
 
 

 


, 2 2

2

2
1 1

1
6

1

− 
 

= =  
 
 

 


. 

则 1 , 2  即为所求. 

(2)   正交化 取 1 1=  , 

取 11  = , 
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 
  
















−=
















−

−
















−=−=

1

1

1

3

5

1

1

2

6

4

1

1

3

,

,
1

11

21
22 




  

 
 

 
  
















=
















−−
















−

−














−

=−−=

2

2

0

1

1

1

3

5

1

1

2

3

1

0

4

1

,

,

,

,
2

22

32
1

11

31
33 









  

然后再将 321 ,,  β 单位化, 

1
1

1

2
1

1
6

1

 
 

= =  
 − 





, 2

2

2

1
1

1
3

1

 
 

= = − 
 
 





, 3

3

3

0
1

1
2

1

 
 

= =  
 
 





 

则 1 , 2 , 3 即为所求.  

4．试判断下列矩阵是否为正交矩阵: 

 (1) 

1 1
0 0

2 2

1 1
0 0

2 2

1 1
0 0

2 2

1 1
0 0

2 2

 
 
 
 

− 
 
 
 
 
 

− 
 

;    (2) 

1 1 0

0 1 1

1 1 1

 
 
 
 − − 

. 

解  (1) 该方阵每一个行向量均是单位向量 且两两正交 故为正交阵  

     (2) 易知此矩阵虽然满足任意两行或两列正交,但是每一行向量或列向量都非单位向量, 故不是正交

阵  

   5 设 为 n 维列向量 1T =   令 2H I= −T
 证明:H 是对称的正交矩阵  

    证明  因为 

                (2 ) (2 ) 2H I I = I H  = − − − ==T T T T T T
  

所以H 是对称矩阵  

因为         (2 )(2 )H H HH I I = = − −T T T
 

(2 )(2 ) 4 I  = − +T T T
 

4 ( ) 4= I    − +T T T
 

I=   

所以H 是正交矩阵  

    6 设 A与B都是 n 阶正交矩阵 证明: A B
T

也是正交矩阵  

    证明  因为 A  B是 n 阶正交矩阵 故 AA I=T
, B B I=T

,  

( )( () )A B A B B A A B=T T T T T T T ( )B AA B B B I= = =T T T
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故 A B
T

也是正交矩阵  

    7 求下列矩阵的特征值与特征向量: 

    (1) 
3 1

1 3
A

− 
=  

− 
;  (2) 

1 1
1

2 2

1 1
1

2 2

1 1 1

A

 
− 

 
 = −
 
 

− 
 
 

;  (3) 

5 0 0

0 2 1

0 1 2

 
 

=  
 
 

A . 

解  (1) A的特征多项式为 

A I− 2 23 1 8 6 4(
3 1

)( )
1 3

) ( 2− − = −
− −

= = + = −
− −

−


    


. 

所以 A的特征值为 1 22, 4.= =   

当 1 2= 时,解方程组 ( 2 )A I x− = 0 ,即 

1

2

1 1 0
,

1 1 0

−     
=    

−    

x

x
 

得基础解系 1 (1,1)T = ,所以特征值 1 2= 的全部特征向量为 1( 0)k k  . 

当 2 4= 时,解方程组 ( 4 )A I x− = 0 ,即 

1

2

1 1 0
,

1 1 0

− −     
=    

− −    

x

x
 

得基础解系 2 (1, 1)T = − ,所以特征值 2 4= 的全部特征向量为 2 ( 0)k k  . 

    (2) A的特征多项式为 

2

1 1
1

2 2

1 1
1 ( 1) ( 2)

2 2

1 1 1

A I



   



− −

− = − − = − +

− −

, 

故得特征值 1 2 31, 2.  = = = −  

当 1 2 1 = = 时,解方程组 ( )A I x− = 0 ,即得基础解系 1 ( 1,1,0)T = − , 2 (2,0,1)= T ,所以特征值

1 2 1 = = 的全部特征向量为 1 1 2 2k k + 1 2( ,k k 不全为 0 ) . 
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当 3 2 = − 时,解方程组 ( 2 )+A I x = 0得基础解系
3 (1,1, 2)T = − ,所以特征值 3 2 = − 的全部特征向

量为 3 3k  3(k 不为 0 ) . 

    (3) 解  − =A I

5 0 0

0 2 1

0 1 2

−

−

−







( 1)( 3)( 5),  = − − −  

故 A的特征值为 1 1= , 2 3= , 3 5= . 

当 1 1= 时,解方程组 ( )A I x− = 0得基础解系 1 (0, 1,1)T = − , 2 (2,0,1)T = ,所以特征值 1 1 =

的全部特征向量为 1 1k 1(k 不为 0 ) . 

当 3 3= 时,解方程组 ( 3 )−A I x = 0 得基础解系 2 (0,1,1)T = ,所以特征值 3 3= 的全部特征向量

为 2 2k  2(k 不为 0 ) . 

当 3 5 = 时,解方程组 ( 5 )−A I x = 0 得基础解系 3 (1,0,0)T = ,所以特征值 3 5 = 的全部特征向量为

3 3k  3(k 不为 0 ) . 

    8 设 A为 n 阶矩阵 试判断 A
T
与 A的特征值是否相同,并请说明理由  

    解  因为 

( )A I I I IA A A   − = − = −=−
TT T

 

所以 A
T
与 A的特征多项式相同 从而 A

T
与 A的特征值相同  

    9 设
2 4− − =A A I5 0  证明: A的特征值只能取5或 1−   

    解 设是 A的任意一个特征值 x是 A的对应于的特征向量 则 

       
2 4( )A A I x− − =5 2 4 5x x x− − =  2( 4 5)x− =−  0   

因为 x  0  所以
2 4 5 0− − =   即是方程

2 4 5 0− − =  的根 也就是说 1= − 或 5=  

10 已知二阶矩阵 A的特征值为 1,3−  求
2| 3 2A A I |− + . 

    解  令
2( 2) 3   = − +  则, ( 1) 6 − = , (3) 2 = 是 ( )A 的特征值 故 

2| 3 2 6 2 12A A I |− + =  =  

11 已知三阶矩阵 A的特征值为1, 1,2−  求 | 3 2*
A A I |+ − . 

    解  因为 1 1( )| 2 2 0A |=  −  = −   所以  A 可逆 故 

1 12| |A A A A
 − −= = −  

123 2 3 2*
A AA A I I

−= − + −+ −  

令
1 2( 2) 2 3−= − + −     则 (1) 1 = − , ( 1) 3 − = − , (2) 3 = 是 ( )A 的特征值 故 

| 3 2 1 ( 3) 3 9*
A A I |+ − = −  −  =  
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12 设n 阶方阵 ( )ija=A 的特征值为 1 2, , , ,n  L 求 
2

1

.
n

i

i


=

  

解  由 1 2, , , ,n  L  为 A的全部特征值，则
2 2 2

1 2, , , n  L 为
2
A 的全部特征值,所以 

2 2

1

1

,
n

i

tr
=

= A  

而 ( ) ,ij n na =A  则  

2

1 1

,
n n

ij ji

i j

tr a a
= =

= A  

即     

2

1 1 1

.
n n n

i ij ji

i i j

a a
= = =

=    

    13 设是方阵 A的特征值, 为任意常数,证明:是 A 的特征值. 

证明 由于是方阵 A的特征值,则存在向量 p  0 ,使 Ap p= .于是 

( ) ( ) .A p p=   

因此, 是 A 的特征值． 

    14 设 A、B都是 n 阶矩阵 且B可逆 试判断BA与 AB是否相似,并说明理由  

    解  取P B=  则 

1 1
P BAP B BAB AB

− −= =  

因此, BA与 AB相似  

15 判断下列矩阵能否相似对角化,并说明其理由: 

(1) 







=

31

13

−

−
A ; (2) 

















−−

−−=

163

053

064

A ; (3) 

2 3 2

1 4 2

1 3 1

A

 
 

=  
 − 

. 

解 (1) 由 A I− 02413
31

13 2 =−−=−−=
−−

−−
= λ)λ)((λ)(




, 

解得 A的特征值为 4,2 21 ==  . 

当 21 = 时, 解方程组 ( )A I x− = 0 ,即 







=

















−−

−−

0

0

231

123

2

1

x

x
,得基础解系为 








=

1

1
1ξ . 

当 42 =  时, 解方程组 ( )A I x− = 0 ,即 








−−

−−

431

143








=









0

0

2

1

x

x
,得基础解系为为 









−
=

1

1
2ξ  

于是,2 阶矩阵 A有 2 个线性无关的特征向量,所以它能与对角矩阵相似.且只须取










−
==

11

11
),( 21 ξξT ,就有 
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T AT
− =1

1
1 1 3 1 1 1 1 1 2 4 2 01

1 1 1 3 1 1 1 1 2 4 0 42

−
− − −         

= − =         
− − − − −         

 

(2) 由 A I− =
2

4 6 0

3 5 0 ( 1) ( 2) 0

3 6 1

−

− − − = − − + =

− − −

λ

λ λ λ

λ

,解得 A的特征值 1,2 321 ==−=   

当 21 −= 时,由 ( )A I x− = 0 ,即 0

363

033

066

3

2

1

=
































−−

−−

x

x

x

,得基础解系为














−

=

1

1

1

1ξ , 

当 132 ==  时, 由 ( )A I x− = 0 ,即 0

063

063

063

3

2

1

=
































−−

−−

x

x

x

,得基础解系为 2

2

1

0



− 
 

=  
 
 

, 3

0

0

1



 
 

=  
 
 

. 

于是,3 阶矩阵 A有 3 个线性无关的特征向量,所以它能与对角矩阵相似.且只须取

1 2 3( , , )T   = =

1 2 0

1 1 0

1 0 1

− − 
 
 
 
 

,得 

1

1

2 1 0 4 6 0 2 1 0 2

1 1 0 3 5 0 1 1 0 1

0 1 1 3 6 1 0 1 1 1

T AT

−

−

− − − − −      
      

= − − =      
      − −      

.   

(3) 由 A I− =
2

2 3 2

1 4 2 (1 )( 3) 0

1 3 1

−

− = − − =

− −

λ

λ λ λ

λ

,解得 A的特征值 1 1= , 2 3 3= =  . 

当 11 = 时,由 ( )A I x− = 0 ,即
















=
































− 0

0

0

031

231

231

3

2

1

x

x

x

,得基础解系为
















=

3

1

3

1

−

ξ , 

当 332 ==  时, 由 ( )A I x− = 0 ,即
















=
































−−

−

0

0

0

231

211

231

3

2

1

x

x

x

,得基础解系仅有
















=

1

1

1

2

−

ξ . 

于是,3 阶矩阵 A仅有 2 个线性无关的特征向量,所以它不能与对角矩阵相似. 

16 已知矩阵 

A

3 3

4 2

2 1 2

 
 

=  
 − − 

a

b  

有特征值为 1 ,问: A能否对角化?并说明理由. 
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解 由 A的特征值为 1 ,知当 0A I− = 可得 1= −a , 0A I+ = 可得 3= −b .再计算 0A I− = ,可得

2( 3 2)(1 ) 0,+ + − =   于是可求得 A的最后一个特征值为 2.− 由于 A具有阶数个不同的特征值.因此,A

必可对角化. 

17. 设矩阵 

A

1 1 1

2 4 2

3 3

− 
 

= − 
 − − x

. 

已知 A与对角形矩阵相似, A的特征值是 2，2，y, 求 x 和 y 的值. 

解 由于 A与 ( )2,2,B = diag y 相似,于是有  

             det( ) det( ) 6( 1) 4A B=  − =x y , 5 4A B=  + = +tr tr x y .                

从而 5, 6= = x y .    

   18. 设矩阵 

A

4 2

0 3 4

0 4 3

 
 

= − 
 
 

x

,B

1 0 0

0 0

0 0 5

 
 

=  
 − 

y , 

已知 A与B相似, 求: 

(1) x 和 y 的值, 

(2)可逆矩阵 P ,使得
1

P AP B
− = ,  

(3) A
n . 

解  (1) 因为 A  与B相似,所以 A B=tr tr ,且 A B= ,则      

4

25 5

= −

− = −

x y

x y
, 

得
1

5

=


=

x

y
.  

   (2) 由题意知 A的特征值为 1 2 31, 5, 5,  = = = − 解齐次线性方程组 ( )A I x− =i 0  

( 1,2,3)=i ,得 A的对应特征向量分别为 

1

1

0

0

 
 

=  
 
 

 , 2

2

1

2

 
 

=  
 
 

 , 3

1

2

1

 
 

= − 
 
 

 . 
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令 1 2 3( , , )P =   

1 2 1

0 1 2

0 2 1

 
 

= − 
 
 

, 则P 使得
1

P AP B
− = . 

(3) 由于
1

P AP B
− = ,则 1

A PBP
−= ,因此 1

A PB P
−=n n ,于是 

A
n

1 2 1

0 1 2

0 2 1

 
 

= − 
 
 

1 0 0

0 5 0

0 0 5

 
 
 
 − 

n 1
1 2 1

0 1 2

0 2 1

−

 
 

− 
 
 

 

1 2 1

0 1 2

0 2 1

 
 

= − 
 
 

1 0 0

0 5 0

0 0 ( 5)

 
 
 
 − 

n

n

1 0 1

1 2
0

5 5

2 1
0

5 5

 
 −
 
 
 
 
 −
 

. 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 2 5 (1 ( 1)) 5 (4 ( 1) ) 1

0 5 (1 4( 1) ) 2 5 (1 ( 1))

0 2 5 (1 ( 1)) 5 (4 ( 1) )

− + −

− − +

− + −

  + − + − −
 

= + −  + − 
  + − + − 

n n n n

n n n n

n n n n

. 

19 设 










−
=

2

1
1ξ , 








=

2

1
2ξ  

分别是矩阵 A属于特征值 7,3 21 ==  的特征向量,求 A . 

解 1  由
1 1

3
2 2

A
   

=   
− −   

,
1 1

7
2 2

A
   

=   
   

,可得
1 1 3 7

2 2 6 14
A
   

=   
− −   

. 

所以 

1
3 7 1 1 3 7 2 1 5 11

6 14 2 2 6 14 2 1 4 54
A

−
−        

= =  =        
− − −        

. 

解 2  由已知条件可知相似矩阵P =
1 1

2 2

 
 
− 

,对角矩阵 =
3 0

0 7

 
 
 

,且 1
P AP − = ,则 

1
A P P −= =

1 1

2 2

 
 
− 

3 0

0 7

 
 
 

1
1 1

2 2

−

 
 
− 

=
5 1

4 5

 
 
 

. 

20. 设 A为三阶矩阵,且 , 2 , 2 3A I A I A I+ − + 不可逆,证明: A可相似于对角矩阵. 

证明 由于 , 2 , 2 3A I A I A I+ − + 不可逆,说明 A有 3 个不同的特征值
3

1,2,
2

− .因此, A必相似于对角矩

阵. 
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21 社会调查表明, 某地劳动力从业转移情况是:从农人员中每年有
3

4
改为从事非农工作,在非农从业

人员中每年有
1

20
改为从农工作. 到某年年底该地从农工作和从事非农工作人员各占全部劳动力的

1

5
和

4

5
,

试预测到 5 年后年底该地劳动力从业情况以及经过多年之后该地劳动力从业情况的发展趋势. 

解  到下一年年底该地从农工作和从事非农工作人员占全部劳动力的百分比分别为   

5

4

20

1

5

1

4

1
+ 和

3 1 19 4

4 5 20 5
 +  . 

如果引入 2 阶矩阵 A ( )= ija ,其中
12

1

20
=a ,表示每年非农从业人员中有

1

20
改为从农工作. 

21

3

4
a = 表示每

年从农人员中有
3

4
改为从事非农工作.于是有

1 1

4 20

3 19

4 20

A

 
 

=  
 
 
 

.引入 2 维列向量,其分量依次为到某年底从农

工作和从事非农工作人员各占全部劳动力的百分比.如向量

1

5

4

5

x

 
 

=  
 
 
 

表示到某年底该地从农工作和从事非

农工作人员各占全部劳动力的
1

5
和

4

5
,那么下一年年底该地从农工作和从事非农工作人员各占全部劳动力

的百分比就可由下述运算得出 

1 1 1 1 1 1 4

4 20 5 4 5 20 5

3 19 4 3 1 19 4

4 20 5 4 5 20 5

Ax

    
 +     

= =    
     +     
    

9

100

91

100

 
 

=  
 
 
 

, 

于是,到 5 年后年底该地从农工作和从事非农工作人员各占全部劳动力的百分比应为
5
A x  k 年后该地劳动

力的从业情况,可由计算 A x
k

而得.矩阵 A的特征多项式 

1 1

4 20
(1 5 )(1 )

3 19

4 20

−

− = = − −

−

A I



  



 

, 

得 A的特征值 1 2

1
, 1

5
= =  ，由本章第 3 节推论 4.3 知, A能与对角矩阵相似. 求特征值 1

1

5
 = 对应的特

征向量,得
1

1

 
 
− 

,求特征值 2 1 = 对应的特征向量,得
1

15

 
 
 

,取矩阵
1 1

,
1 15

P
 

=  
− 

 则P 为可逆矩阵,且使
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得
1

1
0

5

0 1

P AP
−

 
 =
  
 

,因为
1

15 11

1 116
P

−
− 

=  
 

, 所以 

5

5 1 15

1 1
0 0

5 5

0 1 0 1

A x P P x P P x
− −

   
   = =
      
   

 

5

1
1

1 1 15 10 1 5
5

1 15 1 1 416
0 1

5

 
    −     =       −        

  
 

 



















−

+
=

6

6

5

11
15

5

11
1

16

1
. 

类似的,第 k 年底该地劳动力的从业情况为 

1
1

1 1 15 101 5
5

1 15 1 1 416
0 1

5

A x

 
   −    =      −       

  
 

k k  



















−

+
=





































+







−

−+

=

+

+

1

1

5

11
15

5

11
1

16

1

5

4
5

1

5

15
15

5

1
115

5

1
1

5

15
1

16

1

k

k

kk

kk

. 

按此规律发展,多年之后该地从农工作和从事非农工作人员占全部劳动力的百分比趋于 










15

1

16

1

6

100

94

100

 
 

  
 
 
 

,即多年之后该地从农工作和从事非农工作人员各占全部劳动力的
6

100
 和

94

100
. 

22 设矩阵 

2 1 1

1 2 1

1 1 2

A

− − 
 

= − − 
 − − 

, 

试求一正交矩阵Q , 使得
1

Q AQ
−

为对角阵. 

解 A的特征多项式为  
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A I−

2 1 1

1 2 1

1 1 2







− − −

= − − −

− − −

2( 3) = − , 

故 A的特征值为 1 0 = , 2 3 = (二重).  

当 1 0 = 时,由

1

2

3

2 1 1 0

1 2 1 0

1 1 2 0

− −    
    
− − =    
    − −    

x

x

x

,解得基础解系为 1

1

1 ,

1

 
 

=  
 
 

  

当 2 3 = 时,由

1

2

3

1 1 1 0

1 1 1 0

1 1 1 0

− − −    
    
− − − =    
    − − −    

x

x

x

,解得基础解系为 2

1

1 ,

0

− 
 

=  
 
 

 

3

1

0

1

− 
 

=  
 
 

. 

先将 1 , 2 , 3 正交得 1 2 3

1

21 1
1 1 1

1 , 1 ,
23 2

1 0
1

  

 
− 

−     
     = = = −     
        

 
 
 

. 

再将它们单位化,得 1 2 3

1

21 1
1 1 2 1

1 , 1 ,
23 2 6

1 0
1

  

 
− 

−     
     = = −     
        

 
 
 

＝ . 

于是得正交矩阵  

Q = 1 2 3( , , )  

1 1 6

63 2

1 1 6

63 2

1 6
0

33

 
− − 

 
 
 = −
 
 
 −
 
 

. 
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且有                      
1 T− = =Q AQ Q AQ

0

3

3

 
 
 
 
 

. 

    23. 设三阶实对称矩阵 A 的特征值 1 2 31, 1, 1  = − = =  属于特征值 1 1 = − 的特征向量为

1 (0,1,1)= T  求 A .  

解 1 由于 A为实对称矩阵, 则存在正交矩阵P ,使
1

1

1 .

1

−

− 
 

= =  
 
 

P AP Λ 所以 

1
A P P

−=  P P= T . 

记 1, 2, 3( ),=P p p p 则 1, 2, 3p p p 为 A的特征值 1 2 31, 1,  = − = = 所对应的单位正交特征向量． 

因为实对称矩阵对应于不同特征值的特征向量正交，且 (0,1,1)= T ,为对应于 1 1 = − 的特征向量,所

以对应于 2 31, 1 = = 的特征向量 1 2 3( , , )Tx x x = 应满足 

1[ , ] 0=   

即 1 2 30 0+ + =x x x ,解得正交基础解系为 

2 3

1 0

0 , 1

0 1

 

   
   

= =   
   −   

. 

把 1 2 3, ,   单位化,得  

1 2 3

0 1
1

1 1
, 0 , ,

2 2
0

1 1

2 2

   
   
    
    

= = =    
     

   
−   

   

p p p  

于是得正交矩阵              

0 1 0

1 1
0 .

2 2

1 1
0

2 2

 
 
 
 

=  
 
 
− − 
 

P  
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因此 

1 1
00 1 0

1 0 0 1 0 02 2
1 1

0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 .
2 2

0 0 1 1 1 0 1 0
01 1

0 2 2
2 2

 
  
   −   
     

= = −     
      −    −   − −   

 

A  

解 2 设 A

1 2 3

2 4 5

3 5 6

 
 

=  
 
 

a a a

a a a

a a a

  

    由于 1 1 = − 对应的特征向量为 1 (0,1,1)= T ,所以有

0 0

1 ( 1) 1

1 1

A

   
   

= −    
   
   

 即 

                           

2 3

4 5

5 6

0

1

1

+ =


+ = −
 + = −

a a

a a

a a

                            (1)  

因 2 31, 1 = = 是 A的二重特征值,利用 (1) 可推出 

1 2 3

2 4 5

3 5 6

1

1

1

~A I

− 
 

= − 
 − 

−



a a a

a a a

a a a

1 2

2 4

1 0

1 2

0 2 4

− 
 

− − 
 − − 

a a

a a   

据实对称矩阵的性质定理知 1( )A I− =R  所以 1 1=a 且 2 0=a  4 0=a , 再带入 (1) 式 ,可推出

3 0=a  6 0=a , 5 1= −a .因此      

1 0 0

0 0 1

0 1 0

A

 
 

= − 
 − 

  

    24 设矩阵
1 2

2 1
A

 
=  
 

 求
8 7( ) 3A A A= − .  

   解  由 

1 2
( 3)( 1)

2 1
A I

−
− = = − +

−


  


 

得 A的特征值为 1 23, 1= = −    

    对于 1 3=  解方程 ( )A I x− = 0  得单位特征向量
1

(1,  1)
2

T
  

    对于 2 1= −  解方程 ( )A I x+ = 0  得单位特征向量
1

( 1,  1)
2

− T
  
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    于是有正交矩阵
1 11

1 12
P

− 
=  

 
 使得

1
3 0

0 1
P AP

−  
=  

− 
=   

从而
1

A P P
−=   

1
A P P −=k k

 因此 

18 71 )(( ) ( ) 3P P P PA   − −== −   

                   

8 71 1 1 13 0 3 01 1
3

1 1 1 10 1 0 12 2

 −       
= −         −−       

 

1 1 0 0 1 11

1 1 0 4 1 12

−   
=    

−   
 

2 2 1 1
2

2 2 1 1

− −   
= =   

− −   
. 

    25 用矩阵记号表示下列二次型: 

    (1) 2 2 2

1 1 2 1 3 2 2 3 34 4 3 2 2= − + + + −f x x x x x x x x x   

(2) 
2

2 31 2 32 6 2= − + −f x x x x x ; 

(3) 
2 2 24 4 2 5= − + − − +f x xy xz y yz z .   

解  (1) 

1

1 2 3 2

3

1 2 2

( ,  ,  ) 2 3 1

2 1 2

−  
  

= −  
  −  

x

x x x

x

f x   

 (2)  

1

1 2 3 2

3

0 1 0

( ,  ,  ) 1 0 3

0 3 2

−  
  

= −  
  −  

x

x x x

x

f x   

 (3)  

1 2 2

( , , ) 2 1 1

2 1 5

−  
  

= − − −  
  −  

x

f x y z y

z

  

    26 写出下列二次型的矩阵  

    (1) 
5 3

1 2
x x

 
=  

− − 

Tf   (2) 

2 2 5

4 1 6

7 2 5

x x

− 
 

=  
 − 

Tf  

    解  二次型的矩阵为
5 1

1 2
A

 
=  

− 
  

   (2)   二次型的矩阵为

2 1 1

1 1 4

1 4 5

− 
 

=  
 − 

A   

27 求一个正交变换,将二次型 

( ) 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3, , 2 2 2 2 2 2f x x x x x x x x x x x x= + + − − −  
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化成标准形. 

解 ( ) 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3, , 2 2 2 2 2 2f x x x x x x x x x x x x= + + − − −  

1

1 2 3 2

3

2 1 1

( , , ) 1 2 1

1 1 2

x

x x x x

x

− −  
  

= − −  
  − −  

. 

故二次型 ( )1 2 3, ,f x x x 的矩阵为    

2 1 1

1 2 1

1 1 2

− − 
 
− − 
 − − 

,                         

由

2 1 1

1 2 1

1 1 2

A I



 



− − −

− = − − −

− − −

2( 3) = −  1 2 30, 3.   = = =            

对 1 0 = ,解 ( )A I x− = 0得基础解系 1

1

1

1

 
 

=  
 
 

 ; 

对 2 3 3 = = ,解 ( )A I x− = 0得基础解系 2 3

1 1

1 , 0

0 1

 

− −   
   

= =   
   
   

,正交化得 

1 2 3

1

21 1
1 1 1

1 , 1 ,
23 2

1 0
1

  

 
− 

−     
     = = = −     
        

 
 
 

 

单位化得                1 2 3

1

21 1
1 1 2 1

1 , 1 ,
23 2 6

1 0
1

  

 
− 

−     
     = = −     
        

 
 
 

＝  

由于不同特征值的特征向量线性无关,故 1 2, 3,   线性无关. 
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令 =X TY ,其中                  T

1 1 6

63 2

1 1 6

63 2

1 6
0

33

 
− − 

 
 
 = −
 
 
 −
 
 

, 

则 1 2 3( , , )f x x x = X AX
T 2 2

2 33 3x x= + .       

    28 求一个正交变换,将二次型 

2 2 2

1 1 2 1 3 2 2 3 34 4 2 8 2f x x x x x x x x x= − + − + −  

化成标准方程,并指出其表示何种二次曲面  

    解  二次型的矩阵为

1 2 2

2 3 1

2 1 2

− 
 

= − 
 − 

A   

    由 2( 2) ( 7)− = +A I −   得 A的特征值为 1 2 2= =  , 3 7= −   

对 1 2 2= =   可求得其对应的特征向量为 1 ( 2,1,0)= −p
T
 2 (2,0,1)=p T  

将其正交化   1 1 ( 2,1,0) = = −p
T , 2 1

2 2 1

1 1

[ , ] 2 4
( , ,1)

[ , ] 5 5


 

 
= − =

p
p

T . 

再单位化得  1

2 1
( , ,0)

5 5
q = − T

, 2

2 4 5
( , , )
3 5 3 5 3 5

q = T
  

    对 3 7= −  可求得其对应的特征向量为 3 ( 1, 2,2)p = − − T ,单位化得
3

1 2 2
( , , )

3 3 3
q = − − T

从而有正交

变换 

1 1

2 2

3 3

2 2 1

35 3 5

1 4 2

35 3 5

5 2
0

33 5

x y

x y

x y

 
− − 
    
    

= −    
    
   

 
 
 

  

使原二次方程变为标准方程
2 2 2

1 2 32 2 7f y y y= + −   

可知 1 2 3( ,  ,  ) 1f x x x = 表示旋转单叶双曲面. 

29. 用配方法化下列二次型为标准形, 并求所用的变换矩阵. 

(1) 2 2 2

1 1 2 1 3 2 2 3 3( 4 2 ) 2 2f x x x x x x x x x= − + + + − ; 

(2) 323121 3 xxxxxxf ++= . 

解   (1)    
2 2 2

1 1 2 1 3 2 2 3 3( 4 2 ) 2 2f x x x x x x x x x= − + + + −  
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2 2 2 2 2

1 2 3 2 3 2 3 2 2 3 3(( 2 ) 4 4 ) 2 2x x x x x x x x x x x= − + − − + + + −  

2 2 2

1 2 3 2 2 3 3( 2 ) 3 6 3x x x x x x x= − + − + −  

2 2

1 2 3 2 3( 2 ) 3( )x x x x x= − + − − , 

令

1 1 2 3

2 2 3

3 3

2y x x x

y x x

y x

= − +


= −
 =

, 即

1 1 2 3

2 2 3

3 3

2x y y y

x y y

x y

= + +


= +
 =

, 

则 f 化成标准形                 ,3 2

2

2

1 yyf −=  

所用线性替换矩阵为            

1 2 1

0 1 1

0 0 1

 
 

=  
 
 

C  

(2) 令








=

−=

+=

33

212

211

yx

yyx

yyx

,代入,再配方可得 

32

2

231

2

1 3 yyyyyyf −−+=  

32

2

2

2

3

2

31
4

9
)

2

3
( yyyyyy −−−+=  

2

3

2

3

2

32

2

31
4

9
)

4

1
)

2

1
(()

2

3
( yyyyyy −−+−+=  

2

3

2

32

2

31 2)
2

1
()

2

3
( yyyyy −+−+= ， 

令

1 1 3

2 2 3

3 3

3

2

1

2

z y y

z y y

z y


= +




= +


=



,即

1 1 3

2 2 3

3 3

3

2

1

2

y z z

y z z

y z


= −




= −


=



, 

则                         
2 2 2

1 2 32 .f z z z= − −  

所用变换矩阵为 
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3
1 0

21 1 0 1 1 2
1

1 1 0 0 1 1 1 1
2

0 0 1 0 0 1
0 0 1

C

 
− 

−    
    = − − = − −    
       

 
 
 

 

30  试求当 t 取什么值时,二次型 

323121

2

3

2

2

2

1 4225 xxxxxtxxxx +−+++  

是正定的. 

解 二次型的矩阵为          

1 1

1 2

1 2 5

A

− 
 

=  
 − 

t

t , 

由于 A的各阶顺序主子式为 

              011 = , 0
1

1
2 =

t

t
, 0

521

21

11

3 

−

−

== t

t

A , 

当原二次型为正定时,有                 






−−

−

045

01

2

2

tt

t
, 

解上面不等式组,可得 0
5

4
− t   

    31 判别下列二次型的正定性: 

(1) 
2 2 2

1 2 1 3 2 3 35 6 4 4 4= − − + + −f x x x x x x x   

    (2) 2 2 2

1 1 2 1 3 2 2 3 399 12 48 130 60 71= − + + − +f x x x x x x x x x ; 

(3) 
2 2 2

1 1 2 1 3 2 2 3 310 8 24 2 28 8= + + + − +f x x x x x x x x x . 

    解  (1) 二次型 f 的矩阵为

5 2 2

2 6 0

2 0 4

A

− 
 

= − 
 − 

, 由于 

,080,026
62

25
,05

2221

1211

11 −==
−

−
=−= A

aa

aa
a  

故 f 不是正定,而易证 f− 是正定二次型,即 f 是负定二次型  

(2)  因为        

,0991 =     ,0
1306

699
2 

−

−
=   03 = A , 

故二次型 f 为正定二次型  
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(3) 因为 0A  ,所以二次型 f 非正定. 

32 设 A为 n 阶矩阵, ( )A =R n ,证明: 实二次型
1 2( , , , ) x A Ax= T T

nf x x x 是正定的. 

证明 因为
1 2( , , , ) ( )x A Ax Ax Ax= = T T T

nf x x x , 且 ( )A =R n .所以对于任意 X  0 ,有 AX  0 .

从而 

1 2( , , , ) ( ) 0x A Ax Ax Ax= =  T T T

nf x x x . 

 


	证明 因为, 且.所以对于任意,有.从而

