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第四章线性方程组复习题 

一、填空题： 

1. 设矩阵 A=

















−

−

0     0000

0    1010

0      0101

，则矩阵 A 的秩为       2,，线性方程组

OXA = 的基础解系的向量个数为      2.  

2. 若 A为 nm  矩阵，则非齐次线性方程组 AX b= 有唯一解的充分要条件是

( ) ( , )r A r A b n= = . 

3. 若 A 为 nm  矩阵，则齐次线性方程组 0AX = 有非零解的充分要条件是

_ ( )r A n _. 

4. 设 A为 n阶方阵，且 1)( −= nAr ， 21 , 是 AX=0 的两个不同解，则 21  ， 一

定线性       相关 

6．在 n元齐次线性方程组 0Ax = 中，若秩 ( ) ,R A k=  且 1 2, , , r   是它的一个基础

解系，则 r = ___n k− 。  

 

二、 选择题：  

1. 当(  Ｃ)时，齐次线性方程组

0

2 0

2 0

kx z

x ky z

kx y z

+ =


+ + =
 − + =

，仅有零解 

   (A) 0k   (B) 1k  −   (C) 2k     (D) 2k  −  

2..设 A为 nm  矩阵, 0b ,且 nAr =)( ,则线性方程组 bAx = ___Ｃ. 

（A). 有唯一解；（B). 有无穷多解； （C). 无解； （D). 可能无解。 
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3. 当(C   )时，齐次线性方程组








=++

=++

=++

0

0

0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

，有非零解 

(A) 1或 2     (B) －1或－2     (C) 1 或－2    (D) －1或 2 

 

4. 设 A为n阶方阵，且秩 1 2( ) 1. ,A n  = − 是非齐次方程组 AX B= 的两个不同的解

向量,则 AX = 0的通解为(  C  ) 

A、 1k           B、 2k         C、 )( 21  −k       D、 )( 21  +k  

 

 

6.  若有 

1 1 3

3 0 1 6 ,

0 2 1 3 5

k k

k

    
    

=    
    − −    

 则 k 等于 

(A) 1         (B) 2         (C) 3          (D) 4 

 

 

计算题：（共 60分） 

1．求 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 0

3 6 3 0

5 10 5 0

x x x x

x x x x

x x x x

+ + − =


+ − − =     
 + + − =

 

 的通解 

解  2 1

3 1

3

5

1 2 1 1 1 2 1 1

3 6 1 3 0 0 4 0

5 10 1 5 0 0 4 0

r r

r r
A

−

−

− −   
   

= − − ⎯⎯⎯→ −   
   − −   

3 2

2 /

1 2 1 1

0 0 1 0

0 0 0 0

r r

r

−

− 
 

⎯⎯⎯→ 
 
 

再 (-4)
 

2 3

1 1 2 1

0 1 0 0

0 0 0 0

c c

− 
 

⎯⎯⎯→ 
 
 

1 2

1 0 2 1

0 1 0 0 ,

0 0 0 0

r r−

− 
 

⎯⎯⎯→ 
 
 

 

 

故有同解方程组
1 2 4

3

2

0

x x x

x

= − +


=

，于是通解为 

  



 

第  3  页 （共  6 页） 

1 1 2

2 1

1 2 1 1 2 2

3

4 2

2 2 1

1 0
,

0 0 0

0 1

x k k

x k
k k k k

x

x k

 

− + −       
       
       = = + = +
       
       

      

 

其中 1 2,k k 为任意实数.                          

2. 求齐次线性方程组













=+−+

=++−

=+−+

−=−+−

7793

183

332

15

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

的通解. 

解：对该齐次线性方程组的增广矩阵作行初等变换有： 























−→



















 −

−

−

−

−−

→



















 −

−

−

−

−−

=

0

0

2

1

0000

0000

2
2

7
10

1
2

3
01

8

4

4

1

81440

4720

4720

1511

7

1

3

1

7931

1813

3211

1511

























A    

即










+−=

+−−=

22
2

7

1
2

3

432

431

xxx

xxx

，   

取 43 xx ， 为 0，可得方程组的一个特解 )0,0,2,1(=       

取 43 xx ， 为自由未知量，可得对应齐次方程组的一个基础解系： 

)0,1,
2

7
,

2

3
(1 −= ， )1,0,2,1(2 −−=             

故方程组的通解为： 





















+





















−

−

+






















−

=





















0

0

2

1

1

0

2

1

0

1
2

7
2

3

11

4

3

2

1

kk

x

x

x

x

，其中 21 ,kk 为任意常数 
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3. 求非齐次线性方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 2

2 3 4

3 8 8

3 9 7 6

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

− + − =


+ − + =


− + + =
 + − + =

的通解. 

解：对该齐次线性方程组的增广矩阵作行初等变换有： 

3
1 0 1

1 1 5 1 2 1 1 5 1 2 32

1 1 2 3 4 0 2 7 4 2 7 1
0 1 2

23 1 8 1 8 0 2 7 4 2 0

0 0 0 01 3 9 7 6 0 4 14 8 4 0

0 0 0 0

A

 
 − − − −   
    

− −      −= → →
    − −
    

− −     
 
 

     

即
1 3 4

2 3 4

3
3

2

7
2 1

2

x x x

x x x


= − − +


 = − +


，   

取 43 xx ， 为 0，可得方程组的一个特解 )0,0,2,1(=        

取 43 xx ， 为自由未知量，可得对应齐次方程组的一个基础解系： 

)0,1,
2

7
,

2

3
(1 −= ， )1,0,2,1(2 −−=             

故方程组的通解为： 

1

2

1 1

3

4

3

1 32

7 2 1

2 0 0

1 1 0

0

x

x
k k

x

x

 
−  −     

      
−      = + +

      
      
      
 
 

，其中 21 ,kk 为任意常数   

 

4. 求非齐次线性方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 0

2 3 2

3 8 2

3 9 7 4

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

− + − =


+ − + =


− + + =
 + − + =

的通解.  

解：对该齐次线性方程组的增广矩阵作行初等变换有： 
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3
1 0 1

1 1 5 1 0 1 1 5 1 0 12

1 1 2 3 2 0 2 7 4 2 7 1
0 1 2

23 1 8 1 2 0 2 7 4 2 0

0 0 0 01 3 9 7 4 0 4 14 8 4 0

0 0 0 0

A

 
 − − − −   
    

− −      −= → →
    − −
    

− −     
 
 

      

即
1 3 4

2 3 4

3
1

2

7
2 1

2

x x x

x x x


= − − +


 = − +


，   

取 43 xx ， 为 0，可得方程组的一个特解 )0,0,1,2(=        

取 43 xx ， 为自由未知量，可得对应齐次方程组的一个基础解系： 

)0,1,
2

7
,

2

3
(1 −= ， )1,0,2,1(2 −−=              

故方程组的通解为： 

1

2

1 2

3

4

3

1 12

7 2 1

2 1 0

1 0 0

0

x

x
k k

x

x

 
−  −     

      
−      = + +

      
      
      
 
 

，其中 21 ,kk 为任意常数 

 

5. 设线性方程组为  








=++

=++

=++

2

321

321

321 1







xxx

xxx

xxx

 

试问 取何值时，此线性方程组无解，有唯一解，有无穷多解？当其有无穷多解

时，用基础解系表示其通解。 

解： 设






11

11

11

=A 0)2(1-

11

11

111

)2( 2 +=+= 



 ）（  

        1 且 2− 时，方程组有唯一解，   
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   （2）当 2−= 时， 






 −

A ( ) 321=  

















−

−

→
















−

−

−

=

6000

2330

2121

4211

2121

0112

 

        因为 3)(,2)( ==
−

ArAr ,所以方程组无解。     

   （3）当 1= 时， 






 −

A ( ) 321=  

                      
















→
















=

0000

0000

1111

1111

1111

1111

 

        因为 31)()( ==
−

ArAr ,所以方程有无穷多解，其基础解系为： 

        














−

=














−

=

1

0

1

,

0

1

1

21   

       通解为 2211  ccX +=















 −−

=

2

1

21

c

c

cc

     

 

7、问当 k 取何值时， Ax b= 无解、有唯一解或有无穷多解？当有无穷多解时写出

Ax b= 的全部解

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 1,

2,

4 5 5 1.

x kx x

kx x x

x x x

+ − =


− + =
 + − = −

 

6. 解 1   作方程组的增广矩阵（A b），并对它施以初等变换： 

( ) ( ) 3 22 1

3 1 3

5

5

2 1 1 2 1 1 2 1 1

1 1 2 2 1 0 3 2 1 0 3

4 5 5 1 6 5 5 0 6 5 4 0 0 21

r rr r

r r r

k k k

A A b k k k k k

k k

−+

− −

− − −     
     

= = − ⎯⎯⎯→ + − ⎯⎯⎯→ + −     
     − − − − − +     

再
 

于是，  当 4
5

k = − 时，原方程组无解； 
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当 41,
5

k k  − 时，原方程组有唯一解； 

当 1k = 时，原方程组有无穷多组解，其全部解为
1 2 31, 1 ,x x k x k= = − + = （其中 k 为任

意常数），（或 ( ) ( ) ( )1 2 3 0 1 1 1 1 0
T T T

x x x k= + − （ k 为任意常数）.     

解 2 

( ) ( )( ) ( )( )2 3

2 1 2 1 1
1

1 1 0 1 1 1 5 4 1 5 4
4 5

4 5 5 4 0 5

k k
kc cD k k k k k k k

− − −
+= − = − − = − − − − = − +

−
− −

， 

当 41,
5

k k  − 时，方程组有唯一解. 

当 1k = 时，原方程组为
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 1

2

4 5 5 1

x x x

x x x

x x x

+ − =


− + =
 + − = −

； 

( ) ( ) 1 2 2 1

3 1

2

4

2 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 2

1 1 1 2 2 1 1 1 0 3 3 3

4 5 5 1 4 5 5 1 0 9 9 9

r r r r

r r
A A b

 −

−

− − −     
     

= = − ⎯⎯⎯→ − ⎯⎯⎯→ − −     
     − − − − − −     

 

2
1 2

3 2

3
9

1 1 1 2 1 0 0 1

0 1 1 1 0 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0

r
r r

r r

+

−

−   
   

⎯⎯⎯⎯→ − − ⎯⎯⎯→ − −   
   
   

再 ，同解方程组为
1

2

3

1

1

x

x k

x k

=


= − +
 =

，即

( ) ( ) ( )1 2 3 0 1 1 1 1 0
T T T

x x x k= + − （ k 为任意常数）. 

当 4
5

k = − 时，原方程组为

1 2 3

1 2 3

1 2 3

42 1
5

4 2
5

4 5 5 1

x x x

x x x

x x x

 − − =



− − + =


+ − = −


，即
1 2 3

1 2 3

1 2 3

10 4 5 5

4 5 5 10

4 5 5 1

x x x

x x x

x x x

− − =


+ − = −
 + − = −

，这时第二个第

三个方程左边相同，而右边不等，故方程组无解.              

 

9. 求非齐次线性方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 +5 +15 7

+2 4 2

+3 +2 11 5

x x x x

x x x x

x x x x

+ =


− + =
 + =

的通解,并求其对应的齐次线性方

程组的基础解系。 

解: 
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对方程组的增广矩阵 B 施行初等行变换，将其化为行最简形，          

B=

2 5 1 15 7

1 2 1 4 2

1 3 2 11 5

 
 

−
 
 
 

1 2

2 1

3 1

2

r r

r r

r r



−

−

1 2 -1 4 2

0 1 3 7 3

0 1 3 7 3

 
 
 
 
 

3 2r r−
1 2 -1 4 2

0 1 3 7 3

0 0 0 0 0

 
 
 
 
 

1 22r r−

 

1 0 -7 -10 -4

0 1 3 7 3

0 0 0 0 0

 
 
 
 
 

                                             

因为 R(A)=R(B)=2<4,故方程组有无穷多解。 

得与同解方程组原方程组同解的线性方程组 

         
1 3 4

2 3 4

7 10 -4

-3 -7 +3

x x x

x x x

= +


=
                                     

选 3x ， 4x 为自由未知量，令 3 1= ,x c , 4 2= ,x c 得原方程组的通解为： 

1

2

3

4

x

x

x

x

 
 
 
 
 
 

=

1 2

1 2

1

2

7 10 4

3 7 3

c c

c c

c

c

+ − 
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.      其中 1c , 2c 为任意常数.    

亦可知对应的齐次方程组的基础解系为 1 =(7,-3,1,0)T ， 2 =(10,-7,0,1)T,    

 


